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二軸圧縮負荷を受けるアングルプライ積層矩形板の二次座屈特性 
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Abstract 

 
Advanced fiber-reinforced laminated plates have been used for structural members in various fields because of their high 

specific strength and stiffness. This paper examines the secondary buckling stress of angle-ply laminated rectangular plates, which 
are supported in a simply manner four edges, under biaxial compression. A method based on the second variation of the total 
potential energy is proposed for evaluating the stability of the post-buckling equilibrium state and the inevitable secondary buckling 
is derived analytically.  The inevitability of secondary buckling stress is proved analytically and the effects of various factors, such 
as lamination angle, biaxial compressive load ratio, and plate aspect ratio, are clarified.    

  
Keywords:  Structural analysis, Composite materials, Secondary buckling, Angle-ply rectangular laminated plates,     

         Biaxial compression 
 

１． 緒   言 
 
航空機は構造の軽量化が強く要求されており，従来のアルミ

合金やチタン合金に比べ，比強度，比剛性の高い先進複合材料

と呼ばれる CFRP（炭素繊維強化プラスチック）などからなる

積層複合方式が民間航空機の主翼一次構造材等へ採用され，世

界的に注目を浴びている．このような異方性材料よりなる積層

複合材料構造では，圧縮荷重が作用する場合に弾性座屈現象が

起こりやすくなり，座屈荷重が構造設計の基準となることが多

い．特に，積層板は座屈後も荷重低下がなく 1)～9)，耐荷能力が

あるため座屈後も使用可能であり，その状態での変形ならびに

安定問題は学問的に興味深いのみでなく，実用上の見地からも

非常に重要であることは言うまでもない．そこで，著者の一人

は前報 5)において，二軸圧縮負荷を受けるクロスプライ積層板

の座屈後の安定性に与える各種パラメータの影響について理論

的に明らかにした． 

本論文では，周辺単純支持され，二軸圧縮負荷を受ける直交

異方性アングルプライ積層矩形板を例に取り，二次座屈応力の 
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特性に与える諸因子の影響，例えば積層角，板のアスペクト比，

二軸圧縮荷重比の影響を解析的手法によって明らかにする。さ

らに，一次座屈値と二次座屈値の関係についても示す． 
 

２．積層矩形板の座屈解析法 
 

２.１ 二軸圧縮負荷を受けるアングルプライ積層板の 
    一次座屈解析 

Fig.1 に示すような板幅 a，b，板厚 h の積層板の一隅を座標

原点とし，x，y，z 軸方向の変位をそれぞれ u，v，w とする．

Nx，Nyの二軸圧縮負荷を受ける直交異方性アングルプライ積層

矩形板の一次座屈値は次式で示される 10)． 
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ここで，Dij(i,j=1,2,6)は積層矩形板の曲げ剛性，ky = Ny / Nxは二

軸圧縮荷重比，m は一次座屈時の x 方向の半波数，n は y 方向

の半波数をそれぞれ示す．よって，式(1)から一次座屈値は積層

板の曲げ剛性の他に板の形状寸法，二軸圧縮荷重比 kyの関数で

あり，各種の波数 m，n の整数値に対する最小値が一次座屈値

(1)
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である．さらに      ，無次元座屈応力            と 
おくと，式(1)は次式のように整理される． 
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ここで，λ = a/b は板のアスペクト比を示し，ETは単層板の繊維

と直角方向のヤング率を示す． 
 

２．２ 二軸圧縮負荷を受けるアングルプライ積層板の 

     二次座屈解析 

Fig.1 に示されるように，周辺単純支持され，Nx，Nyの二軸圧

縮負荷を受ける直交異方性アングルプライ積層矩形板の一次座

屈後の境界条件は次式で示される． 
 面外境界条件： 

x = 0，a で w = w,xx = 0 
      y = 0，b で w = w,yy = 0 
 面内境界条件： 
   x = 0，a で u は y 軸に沿って一定で 
 
 
   y = 0，b で v は x 軸に沿って一定で 
 
 
 
ここで，添え字“,x”，“,y”は x，y に関する偏微分を意味する． 
 板厚方向の面外境界条件を満足するように，一次座屈後のた

わみ波形 w を次式のように近似表示する． 

   )/sin()/sin( bynaxmww mn ππ=                  (5) 

そして，上式(3)を適合方程式に代入し，面内境界条件式(4)を満

足する応力関数 F を求めると，次式のようになる． 
 
 
 

一次座屈後の平衡状態の安定判別は，変位成分に関する全ポ

テンシャルエネルギの第２変分の正負から議論できる． 
 第２変分は次式で与えられる． 
 
 
 
 
 
 
 

 
ここで， 
 
 

 
 
 
 
である．式(7)において，δ 2Π＞0 なら安定となり，δ 2Π＝0 なら

中立平衡，δ 2Π＜0 なら不安定である．ここで仮想変位の想定は，

δ 2Πの絶対的な正負の判定に関係する．よって，適切な仮想変

位を想定する方法として，第二変分 δ2Πの仮想変位成分につい

て極値を求める必要がある．仮想変位に関する境界条件の下に

δ2Πを x，y，z 方向のそれぞれの微小擾乱仮想変位 δu，δ v，δ w
について変分し，次式のような平衡方程式を得る． 
 
 
 

 
 
 
 
 一次座屈後の面内平衡方程式を満足させる仮想応力関数 δF
を導入し，次式のように定義する． 
 

 
 さらに，一次座屈後の面外平衡方程式へ代入し，δ u，δ v を
消去すると仮想変位に対する適合方程式を得る．  
 
 

 
 
微小擾乱仮想変位および仮想面内力が満足すべき境界条件

は次式で表される． 
 
 
 
 

 
また，境界条件を満足するように，微小擾乱仮想変位 δw を次

式のように定義する． 

Fig.1 Configuration and coordinates of angle-ply laminated
     rectangular plates under biaxial compressive loads. 
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      )/sin()/sin( byqaxpww pq ππδδ =        (13) 

適合方程式(11)に，式(5)，(13)の w，δw を代入し，面内境界

条件(12)を満足するように仮想応力関数 δF を求め，式(6)の応力

関数 F から Nx，Ny，Nxyを求め，さらに δF と式(10)より δNx，δNy，

δN xyを求める．これらを式(5)の w，式(13)の δw を式(7)の第二

変分 δ2Πに代入し，第二変分 δ2Πを二重積分すると次式のよう

に表される 2)． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ここで，  

δδp= 2（p = m の時）δδq= 2（q = n の時） 
      = 1（p ≠ m の時）  = 1（q ≠ n の時） 

δp= 1（p = m の時） δq= 1（q = n の時） 
      = 0（p ≠ m の時）  = 0（q ≠ n の時） 
 
さらに，式(14)中の各剛性値は板厚方向に均質な直交異方性ア

ングルプライ積層の場合，以下のように示すことができる 11)． 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
なお，式(16)中の Aijは伸張剛性，Dijは曲げ剛性を表し，θは積

層角，ELは一方向強化材の繊維方向の弾性係数，ETは繊維と直

角方向の弾性係数， Lυ は繊維方向のポアソン比， Tυ は繊維方

向と直角方向のポアソン比，GLTはせん断弾性係数をそれぞれ

示す．これより，p，q を変化させることにより安定判別を行う． 
 

３．数値計算例と解析結果の検討 

 
 数値計算に用いた炭素繊維強化プラスチックス(CFRP)材の

弾性定数は平均化近似解析法 12)によって求められた値であり，

構成素材の特性が与えられれば代数式で得られ，実験でも確認

された値は次の値である． 
 

(17) 
 
 本論文では，アングルプライ積層矩形板の二次座屈値 K(= 
σxb2/ETh2)に与える影響として，積層角 θ，板のアスペクト比 λ，
二軸圧縮荷重比kyならびに一次座屈値との関係を明らかにする．

まず，アスペクト比の影響を見るために，λ =0.5，1.0，2.0，3.0
と変化させ，その結果を Fig.2～Fig.5 にそれぞれ示す．さらに，

二軸圧縮荷重比 kyの影響を見るために ky=0.0（一軸圧縮負荷），

0.5，1.0 と変化させ，各図の(a)～(c)および(a')～(c')にそれぞれ示

し，(a)～(c)は一次座屈値 10)，(a')～(c')は二次座屈値を示す．な

お，二次座屈の図中に(a)～(c)で得られた一次座屈値も記載して

いる．(a')～(c')の図中において実線が二次座屈値，破線が一次

座屈値を示す．各図において，座屈時に発生する x，y 方向の半

波数を括弧内に示し，例えば，(2,2)の表示は p=2，q=2 の状態

を表す． 
 各図において，座屈半波数が変化する積層角 θ に●印を付け

た．このことにより，一次座屈値は連続で変化することが判る

が，二次座屈値は一次座屈時に発生する座屈半波数 m または n
の変化に伴い，二次座屈が発生する座屈半波数 p および q が不

連続となるため，不連続点を一点鎖線で結んで示した．等方性

材料の矩形板を対象とし，一次座屈時に座屈半波数が変化する

条件において，二次座屈値が不連続になることを T.Nakamura  
and K.Uetani13)が解析的に明らかにしている． 
 一次座屈値は式(2)に示されるように，積層矩形板の形状パラ

メータ λ，曲げ剛性 Dij(i,j =1,2,6)および二軸圧縮荷重比 kyが与え

られれば座屈時の x，y 方向の半波数 m，n により決定される．

一方，二次座屈値を算出する安定判別式 δ2Π は式(14)に示され

るように一次座屈値と異なり伸張剛性，曲げ剛性および一次座

屈時に発生する座屈半波数 m，n を考慮した構成方程式となっ

ており，非常に複雑である． 
（a）積層角 θの影響について 
 積層角 θ の変化よる一次座屈値 K は，λ (=a/b) =1.0 の場合

（Fig.3)には，すべての二軸圧縮荷重比 kyに対して，θ = 45 deg.
で最大値が得られ，θ =0 deg.または 90deg.で最小値が得られる．

一方，二次座屈値については λ=1.0 で一軸圧縮（Fig.3(a'))の場合

には，35deg.近傍で最大値を得る．そして，二軸圧縮荷重比 ky

の増加に伴い，θ =45 deg.で最大値が得られ，θ = 0 deg.または

90deg.で最小値が得られる． 
 アスペクト比 λが増加して，λ=2.0，3.0 の場合（Fig.4 および

Fig.5）には一次座屈値の最大値が得られる積層角 θは，二軸圧 

 EL =137 (GPa)， ET = 8.17 (GPa), GLT = 4.75 (GPa)

Lυ = 0.316, Tυ = 0.0189              
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Fig.2 The relationship between non-dimensional buckling stresses and lamination angle θ，plate aspect ratio λ = 0.5. 

(a) Primary buckling, ky=0.0

(c) Primary buckling, ky=1.0

(b) Primary buckling, ky=0.5

(a') Secondary buckling, ky =0.0

(b') Secondary buckling, ky =0.5

(c') Secondary buckling, ky =1.0

Lamination angle θ deg. 
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Fig.3 The relationship between non-dimensional buckling stresses and lamination angle θ，plate aspect ratio λ = 1.0. 

(a) Primary buckling, ky=0.0

(c) Primary buckling, ky=1.0
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Fig.4 The relationship between non-dimensional buckling stresses and lamination angle θ，plate aspect ratio λ = 2.0. 

(a) Primary buckling, ky=0.0

(c) Primary buckling, ky=1.0

(b) Primary buckling, ky=0.5
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Fig.5 The relationship between non-dimensional buckling stresses and lamination angle θ，plate aspect ratio λ = 3.0. 

(a) Primary buckling, ky=0.0

(c) Primary buckling, ky=1.0

(b) Primary buckling, ky=0.5
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縮荷重比 kyの増加につれて大きくなり，ky = 0 の時，θ = 45deg.，
ky = 0.5 の時，θ = 60deg.近傍，ky = 1.0 の時，θ = 70deg.近傍で得

られる．また，最小値は ky = 0 の時，θ = 90deg.で得られるが，

それ以外は θ = 0deg.で得られる．二次座屈値の最小値は一次座

屈と同様に ky = 0 の時，θ = 90deg.で得られるが，それ以外は θ = 
0deg.で得られ，一次座屈値と定性的に一致していることを示し

た．一方，二次座屈値の最大値は一次座屈時の座屈半波数 m，n
の変化に大きく影響を受けるため，最大値を得る積層角 θは単

純に示すことはできない． 
 さらに，λ=1.0 で圧縮荷重比 ky が 1.0 の場合（Fig.3(c'))には，

積層角 θ = 45deg.を中心として左右対称の座屈値を得ると共に，

座屈半波数 p，q についても積層角 θに対して対称性を有してい

る． 
（b）二軸圧縮荷重比 kyの影響 
 アスペクト比 λが一定の条件であれば，二軸圧縮荷重比 kyの

増加に伴い，二次座屈値の最大値および最小値は共に低下する．

なお，一次座屈値も二軸圧縮荷重比 kyの増加に伴い低下する． 
（c）アスペクト比 λの影響 
 本論文では紙面の都合上割愛したが，無次元座屈係数 K と板

のアスペクト比 λ の関係は，λ の増加に伴い一定値に漸近して

いくことを確認している．これは一次座屈値および二次座屈値

ともに同傾向を得る．但し，一次座屈値は連続的に収束してい

くのに対し，二次座屈値は不連続的に収束していく．また，ア

スペクト比の増加に伴い，一次座屈値および二次座屈時の座屈

半波数は高次となっていることが判る． 
 

４．結 言 

 
 本論文は，二軸圧縮負荷を受けるアングルプライ積層矩形板

の二次座屈値について，積層角 θ，二軸圧縮荷重比 kyおよびア

スペクト比 λの影響について明らかにし，一次座屈後の積層矩

形板の耐荷能力に関し，以下の結論を得た． 
１）積層角 θの影響については，最小座屈値を得る積層角 θは  
  一次座屈値および二次座屈値共に同じ傾向を得る． 
２）二軸圧縮荷重比 kyの影響については，アスペクト比 λが  
  一定の条件であれば，二軸圧縮荷重比 kyの増加に伴い，  
  二次座屈値の最大値および最小値は共に低下する． 
３）アスペクト比 λの影響については，無次元座屈係数 K と 
  板のアスペクト比 λの関係は，λの増加に伴い一定値に漸 
  近していくともに，二次座屈時の座屈半波数は高次となっ 
  ていく． 
 今後の研究課題としては，アングルプライ積層矩形板の一次 
 
 
 
 
 
 
 
 

座屈値の最適設計 14)を拡張し，二次座屈値の最大値を得る最適

積層角 θについて解析し，アングルプライ積層矩形板の最適設

計を行う予定である． 
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