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Abstract 
A simple marker FEM solution algorithm is introduced to calculate t ransient Bingham plastic  flows. An axisymmetric pure 

radial flow problem and a simple problem of mass conservation are first solved for the purpose of checking the FEM 
algorithm. A slumping flow of cement-paste cased by its own weight is then calculated as an example of the transient 
Bingham plastic flow.  
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１．はじめに 
 

自由表面をもつ時間依存流れの数値解析には種々の有限要素

法が用いられている．流体領域を有限要素網で表現し，有限要

素中の節点の位置を計算された速度に応じて移動させる方法は

ラグランジェ法と呼ばれる 1)2)．この方法は，有限要素網を流体

領域と考えているので，自由表面を直接的に捉えることができ

る反面，要素の変形が著しいと計算が破綻してしまう．そのた

め，流体領域の要素網への再分割を定期的に行うリゾーニング

と呼ばれる作業が必要となる．一方，空間に固定された要素網

上で流体を移動させる方法はオイラー法と呼ばれ，PC 関数法

(method of pseudo-concentration function)，VOF 法（volume of fluid 

method），マーカー粒子法などが挙げられる． 

VOF 法は流体のあるなしを示す関数を解く方法で，自由表面

を追跡するための簡単な方法の一つである．Thompson3)4)は有限

要素法をこれに適用し，工業成形の過程や地盤のゆっくりとし

た変形の過程を解析した．この方法では，流れの速度を求め，

次にこの速度によって移流する密度関数を有限要素法で解析し

て自由表面位置の決定をする．しかしながら，密度関数の解析

にガラーキン法を用いているために，自由表面形状が不安定に

なりこれを平滑化する手法を必要とする． 

流体の自由表面形状ならびに流体内部の運動を把握する方法

にマーカー粒子を使った方法がある 5)6)．これは流体を複数のマ

ーカー粒子で表現し，解析で求まる節点流速に応じてマーカー

粒子を移動させ，自由表面位置の決定や流動形状を可視化する

方法である．Shimazaki5)は，非定常クリープ流体の流れ運動を

表現することを目的として 3 角形面積座標を使った解析法を提

案した．しかしながら，この方法ではマーカー粒子を手際よく

動かすために，要素やマーカー粒子の配置に特別な配慮を必要

とする． 

本研究ではマーカー粒子がある時刻に属している要素からそ

れを取り囲むいずれかの要素に移動するための簡単な方法とし

てToda 他 7)が提案したベクトルの外積を利用してマーカー粒子

の位置を決定する方法を用いた．この方法は，3 角形面積座標

を使った方法のように，基準座標を考慮する必要がないためプ

ログラムが簡潔になる．  

本研究では先ず，ベクトルの外積を用いたマーカー粒子法の

アルゴリズムの有効性を確認するために，初期条件として境界

に流速を与え，流体が放射状に移動したときの位置を把握する

問題の解析を行う．この問題では理論解が軸対称系での連続の

式を解くことにより簡単に求められるので，この理論解と数値

解を比較し解の精度について検討する．次に流体が自重で放射

状に移動する問題の解析を行う．この解析では理論解を求める

ことが出来ないので，簡易的ではあるが初期時刻の体積がある

時刻で保存されているかを確認する．最後にビンガム塑性流れ

の例題として，自重によってスランプ流れするセメントペース

トについて解析を行う． 

 

２．支配方程式 
 

非定常非圧縮の Bingham 塑性流体の運動は，デカルト座標系

に対し以下に示すように表される． 

運動方程式： 

 

ij,jij,ijt,i bóuuñuñ +=+                  (1) 

 
連続の式（非圧縮性）： 

 

0åu iii,i ==                      (2) 

 
構成方程式： 

 

2/)uu(å i,jj,iij +=                    (3) *1 工学研究科土木工学専攻博士課程前期 
*2 工学部土木工学科教授 



マーカー粒子 FEM を用いた Bingham 塑性流れ解析 

 ― 88 ― 

ijijij óäpó ′+−=                     (4) 

 

ijij ìå2ó =′                       (5) 

 

ここで， 

 

 

 

 

 

)åå(ã ijij ⋅=&  

 
境界条件： 

 

ii uu =       on     Su               (6) 

 

Tóí ijj =       on     St                        (7) 

 

ここに ñ は密度，u は速度， ib は物体力，å はひずみ速度，ó

は応力， ó′ は偏差応力， ì は粘性係数， yô は降伏応力， cã& は

臨界速度勾配， rç は降伏値内の粘性， plç は可塑粘性である．

式(6)，(7)はそれぞれ第 1 種および第 2 種境界条件を示す． jí  は

外向き単位法泉ベクトルの方向余弦，(‾)は既知量を表す． 

 

３．有限要素法 
 

3.1 速度の計算 
式(1)の解を求めるために，ガラーキン法による有限要素法を

用いる（低 Re 数の流れを対象としているため安定化手法は用

いない）．この方法は参考文献 6)8)に詳述されているので，ここ

では簡単に述べることにする． 

速度および圧力に対する補間関数をそれぞれ次のように定義

する． 

 

mmkiki pMp,uNu ≈≈              (8a,8b)  

 
ここに， kiu ， mp はそれぞれ速度，圧力の節点値， kN は 2

次, mM は 1 次の形状関数である．式(1)の運動方程式の解を求め

るためにガラーキン法を適用し，式 (7)の境界条件を考慮すれば，

式(8)の kN ， mM を重みとして次式をえることができる． 

 

 

(9) 

 
 次にペナルティ法により非常に小さい数 ê (例えば 10-12)を使

って，式(2)を次のように書き換える． 

 

(10) 

 
 式(10)の p を式(9)に代入してマトリックス表示すると次のよ

うになる． 

 

[ ]{ } [ ]{ } { }FuKuC t, =+                  (11) 
 

ここで，[ ]C と [ ]K はそれぞれ式(9)の第 1 および第 2 項から求

まり， { }F は右辺の項からもとまるマトリックスである． 

 これらを整理すると，次のような解くべき方程式を得ること

ができる． 

 

 

 

(12) 

 

 

(13) 

 
 ここに tÄ は時間間隔， è は 0 から 1 までの値で， 0è = なら

ば陽解法， 5.0è = ならばクランク・ニコルソン法， 1è = ならば

完全陰解法となる．本研究では 5.0è = として解析を行った． 

 

3.2 ベクトルの外積を用いたマーカー粒子法 
 マーカー粒子 FEM は流体を複数のマーカー粒子で表現し，

解析で求まる節点流速に応じてマーカー粒子を移動させ，自由

表面位置の決定や流動形状を可視化する方法である． 

 マーカー粒子を用いて流動現象を可視化するために，初期情

報としてマーカー粒子の座標およびマーカー粒子が属する要素

の情報が必要となる．これらの初期情報（時刻 t=0.0 における）

は、有限要素を生成する際に求めておく．そして，流速の計算

を行なった後，時刻 tt Ä+ におけるマーカー粒子がどの要素に

移動したかを特定しなければならない． 

 Shimazaki5)が提案した，従来のマーカー粒子 FEM では 3 角形

面積座標を用いて，マーカー粒子の要素間での移動を特定して

いる．この方法では，マーカー粒子の移動を特定できる要素が，

マーカー粒子の属する要素と，その辺で接する 3 つの計 4 要素

に限られていた．このため，マーカー粒子の飛び越しを防ぐた

め，マーカー粒子の配置や有限要素の生成の際に特別な配慮が

必要となる．また，マーカー粒子の移動を特定する際にも î ，ç ，

æといった基準座標を考慮しなければならないためアルゴリズ

ムが複雑になる． 

 Toda 他 7)はマーカー粒子の移動した要素を特定するためにベ

クトルの外積を用いたマーカー粒子 FEM を提案している．こ

こではその方法について簡単に説明する． Fig.1 はある解析領

域における有限要素分割の一例である．Fig.2 の要素網は使用し

た 3 角形 6 節点の 2 次要素で構成されており，Fig.1 内の任意の

要素 I とそれを取り囲む 12 個の要素を示している．時刻 t にマ

ーカー粒子が要素 I に存在したとすると，時刻 tt Ä+ におけるマ

ーカー粒子の移動範囲は，任意の要素 I とそれを取り囲む 12 要

素の計 13 要素のいずれかになる．そのマーカー粒子の移動を特

定するために，Fig.3，Fig.4 に示す基準ベクトルを導入する．

Fig.3 は 3 角形要素を構成する 3 辺に沿って定義する基準ベクト

ル① )c,b,a(
rrr
を示している．Fig.4 は 3 角形要素の 3 つの頂点と

時刻 tt Ä+ におけるマーカー粒子の位置を結ぶ基準ベクトル②

)c,b,a( ′′′
rrr

を示している．基準ベクトル①と②の， aa ′×
rr
， bb ′×

rr
，

cc ′×
rr
のそれぞれについて外積計算を行い，その正負の組み合わ

せによりマーカー粒子の移動した要素を特定する．ここでは，

aa ′×
rr
がマイナス， bb ′×

rr
， cc ′×

rr
がプラスの符号を有することに

なり，この正負の符号の組み合わせによりマーカー粒子は要素

I の右側に移動したことがわかる． 
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４．数値解析例  
 
 上に説明したベクトルの外積を用いたマーカー粒子 FEM を

用いて Toda 他は斜面流動問題や射出成形問題などでアルゴリ

ズムの有効性を定性的に示している． 

ここでは先ず，理論解がわかっている流れ問題の数値解と理

論解を比較し，次に流体の体積保存を確認する問題の数値解析

を行い，アルゴリズムの有効性を定量的に示す．  

 

4.1 境界で与えた流速により流動する放射流問題 
 最初に行う数値解析例では初期条件として境界に流速を与え

た問題を解析する．Fig.5 にこの問題の解析領域を示す．解析領

域は 96 要素，225 節点の均一な要素網で構成されており，固体

壁面の境界条件は上下ともに slip 条件とし，r=L の境界ではト

ラクションはなしとする．マーカー粒子は r=1.0 の位置に 8 個

配置した．物質を含む領域では 1ñ = ， 1ì = とした．Fig.6 に数

値解析より求めた各時刻におけるマーカー粒子位置の一例を示

す．ここで t の単位は[L/U]である． 

 この問題における理論解は軸対称での連続の式(2)を解くこ

とにより求められる．r 方向のみ流速が存在するとすれば，式(1)

は， 

 

0r/uu rr,r =+                    (14) 
 

である．境界条件( 1ratuu rr == )より，式(14)は， 

 

r/uu rr =                      (15) 
となり，流体の位置 r を時間 t で表すと式(10)は， 

 

1tu2r r +=                    (16) 

 
となる．Table 1 は 0.1u r = ， 25.0x =Ä ， 1.0t =Ä ，0.05，0.01

としたときの式(16)より求めた理論解と数値解析より求めたマ

ーカー粒子の位置の時刻歴および誤差を示している。Table 1 に

おける誤差は以下に示す式より求めている． 

 

(17) 
 
ここで，式 (17)における c と t は解析値と理論値を示す．この表

よりある程度 tÄ を小さくとることによって，この放射流問題の

ような簡単な問題において，ベクトルの外積を用いたマーカー

粒子 FEM が理論値に充分に近い値を得られることがわかる． 

 

4.2 流体の自重で流動する放射流問題 
 次に自重で流動する放射流問題の数値解析を行う．この問題

では流速に対する理論解を簡単に求めることはできない．そこ

で，初期時刻の流体の体積が，ある時刻経過後に保存されてい

るかを確認する．ここでは初期時刻に r=0.5，z=1.0 内（Fig.7 の

影で示す領域）に流体が満たされており，ある時刻経過すると

r=1.0，z=0.25 内に流体が満たされる．Fig.7 はこの問題の解析

領域を示している．解析領域は 128 要素，289 節点の均一な要
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Fig.1 Example of Finite 
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by Twelve Elements.  
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Fig.4 BasisVector②. 
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Old Marker Position 
New 

Marker 

Position 

Fig.6 Position of Markers at Each Time Step.

r=1.0 4.03.02.0

t=0.0 1.0 4.03.02.0 7.06.05.0

Calculated Position(r) T ime 
(t) 

Exact Position 
(r) tÄ =0.1 tÄ =0.05 tÄ =0.01 

1.0 1.7321 1.7554 1.7414 1.7310 
2.0 2.2361 2.2516 2.2458 2.2361 
3.0 2.6458 2.6673 2.6565 2.6458 
4.0 3.0000 3.0427 3.0078 2.9999 
5.0 3.3166 3.3596 3.3225 3.3166 
6.0 3.6056 3.6463 3.6104 3.6050 
7.0 3.8730 3.9228 3.8779 3.8725 

Error (×10-3) 11.9918 2.6475 0.1672 
 

Table 1 Comparison of Exact and Calculated Position. 

r 

Flow
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0.0 
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rr uu =
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0.0Tr =
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Fig.5 FE Mesh for Pure Radial Flow problem.
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素網で構成されており，固体壁面の境界条件は slip 条件とする．

物質領域では 1ñ = ， 1ì = とし，マーカー粒子を領域内に 1024

個配する．初期時刻のマーカー粒子の配置を Fig.8(a)に示す．

Fig.8 にマーカー粒子の分布の時刻歴を示す．ここで t の単位は

[L/U]である．この図から t=0.20 で初期時刻の体積をほぼ満足す

る結果を得たことがわかる．  

 

５．Bingham塑性流体のスランプ試験問題 
 
 物質が流動する現象を解明することは工学上重要な課題であ

る．例えば，斜面崩壊による地すべりは自然災害をもたらす．

また，フレッシュコンクリートなどの流動する建設材料につい

ては，その流動特性を把握していないと施工時に支障をきたす．

今日，フレッシュコンクリートの施工性能を合理的に評価する

ために，レオロジーの立場から論じた研究が数多く報告される

ようになってきている 9),10)．しかし，既往の研究では，フレッ

シュコンクリートを各種粘度計を用いてそのレオロジー定数を

測定し把握することに重点を置いていることが多く，流動解析

に関する研究は比較的少ない 11),12)． 

本研究ではフレッシュコンクリートの流動に大きな影響を与

えるセメントペーストに注目し，これを Bingham 塑性体と仮定

し，スランプ試験に相当する流動問題をマーカー粒子 FEM に

より解析する． 

 本来の理想的な Bingham 塑性体は静止状態で，偏差応力が 0

でないような応力を支えることができる．つまり，せん断応力 ô

の絶対値が降伏応力 yô よりも小さいとき，その物質は剛体であ

r 
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u r
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Fig.7 FE Mesh for Mass Conservation Problem. 

Fig.8 Profiles of the Fluid during Mass Conservation Problem. 
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Fig.10 FE Mesh for Slump Test. 
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り，したがってひずみ速度 0å = である．しかし， ô が yô より

大きくなると， ôと同じ符号を持ち，絶対値が yôô − に比例す

る å でその物資は流れる．このような物質は一般に Bingham 塑

性体と呼ばれる． 

本研究では Fig.9 に示されるようなセメントペーストの流動

特性を表現した実験結果よりモデルを作成した．この図は管式

粘度計を使用して計測した，水セメント比 45％のセメントペー

ストの流動をプロットしたものである 13)．図中の実線はビンガ

ム流動していないときにプロットされた点から，破線はビンガ

ム流動しているときにプロットされた点から最小二乗法で求め

たものである．2 つの直線の傾きはそれぞれ異なる粘性係数と

なり，これらの交点の座標 Vを臨界速度勾配 cã& とする．有限要

素法で計算する場合， Vãc >& のときの粘性係数は rç ， Vãc ≤& の

ときの粘性係数は plç を用いる． 

 Fig.10 は 527 節点，240 個の要素で構成された解析領域を示

している．要素網は底面方向で密になるように構成した．この

結果，自動生成するマーカー粒子の位置も底面にいくほど密な

配置となっている．底面の境界条件は non-slip 条件とし，r=60

の境界ではトラクションはなしとする．解析にはセメントペー

ストの密度として 1.9g/cm3 を与える．領域内には流動体として

640 個のマーカー粒子を図の影で示す領域に配置し，初期時刻

のマーカー粒子の配置は Fig.11(a)に示す． Fig.11 にマーカー粒

子の分布の時刻歴を示す．ここに t の単位は[sec]である． 

 

６．おわりに 
 
本研究ではベクトルの外積を用いたマーカー粒子 FEM のア

ルゴリズムの有効性を確認する２つの問題を数値解析し，最後

に Bingham 塑性流体の流動問題を数値解析した． 

最初に行った数値解析では，ベクトルの外積を用いたマーカ

ー粒子 FEM の数値解の精度を検討するために理論解が求まる

問題を解析し，理論解とほぼ一致する解を得ることができた．

次に行った自重で流動する問題の数値解析では，流速に対する

理論解を求めることができないため，初期時刻の流体の体積が

ある時刻経過後に保存されているかを確認した． 

Bingham 塑性流体と仮定したセメントペーストのスランプ試

験に相当する問題では，実際のスランプ試験の複雑な境界条件

は考慮していないものの，定性的ではあるが流動形状をよく可

視化することができた． 

今後は流体の表面張力や境界摩擦を考慮した解析法を開発す

ることが求められる． 
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